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  (1)کد دفترچه:  1401راه حل سوالات دوره اول المپیاد ریاضی سال 

126000داریم:   -1 = 24 × 32 × 53 × های عوامل اول یک عدد مربع  که تمامی توانجاییاز آن.  71

,20های  ، انتخاب24کامل باید زوج باشد، به ازای   22, ,30های  ، انتخاب32، به ازای  24 ، به ازای  32

انتخاب53 ,50های  ،  ازای    52 به  انتخاب  71و  مقسوم  70،  تعداد  بنابراین  دارد.  عدد  علیهوجود  های 

3، برابر است با:  126000 × 2 × 2 × 1 = 12. 

 توان نوشت: میبه ترتیب زیر   -2

𝑓(0) = 𝑓(1) − 4 = 𝑓(2) − 2 × 4 = 𝑓(3) − 3 × 4 = 𝑓(4) − 4 × 4

= 𝑓(5) − 5 × 4 = 210 − log2(5 + 3) − 20 = 1024 − 3 − 20

= 1001 

5دانیم مساحت مربع اصلی برابر است با:  می -3 × 5 = ها نمایانگر  که اعداد درون مستطیلجاییاز آن.  25

پوشانی  اصلی، میزان همباشد، تفاضل مجموع این اعداد و مساحت مربع  ها میمساحت هر کدام از مستطیل 

 ها برابر است با:پوشانیدهد. بنابراین میزان همها را نمایش میمستطیل

(5 + 6 + 4 + 3 + 6 + 2) − 25 = 26 − 25 = 1 

یک مستطیل    5دانیم مستطیل دربرگیرنده عدد  پوشانی شده است. از طرفی می بنابراین فقط یک مربع هم

5 ×  3و    2های در برگیرنده اعداد  ، مستطیلیک عدد اول است. با استدلال مشابه   5باشد، چون  می  1

1به ترتیب   × 1و    2 × 2حتماً باید به صورت    6همچنین مستطیل دربرگیرنده اعداد  باشد.  می  3 × 3 

1باشد، چون مستطیل   ×  زند و این غیرممکن است.از مربع اصلی بیرون می 6

، حتماً باید عمودی باشد، چون اگر افقی باشد، با مستطیل دربرگیرنده عدد  5مستطیل دربرگیرنده عدد  

مربع هم  6 دو  اصلی، حداقل  مربع  بالای  است.  در گوشه سمت راست  این غیرممکن  دارد که  پوشانی 

بایستی به صورت کشیدگی در راستای عمودی  ، هر دو می6های دربرگیرنده اعداد  همچنین مستطیل

، اگر هر دو مستطیل در برگیرنده عدد  5ا توجه به عمودی بودن مستطیل دربرگیرنده  قرار گیرند، چون ب

پوشانی بیش از یک است که این غیرممکن است و نیز اگر یکی از  های هم، افقی باشند، تعداد مربع6

  پوشانی بیش های همتعداد مربعباز هم  ، افقی و دیگری عمودی باشد،  6های دربرگیرنده اعداد  مستطیل

 باشد.از یک می

پوشانده شود، چون    4بایستی توسط مستطیل دربرگیرنده عدد  مربع اشاره شده در شکل زیر، تنها می

باید به صورت    4تواند توسط هیچ مستطیل دیگری پوشانده شود. بنابراین مستطیل در برگیرنده عدد  نمی

1 × حتماً باید   3بنابراین مستطیل دربرگیرنده عدد    .باشد افقی میواضح است که این مستطیل    باشد.  4

 کند که این غیرممکن است.پوشانی ایجاد میافقی باشد، چون در هر دو حالت عمودی آن، دو مربع هم
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6    5 

     

   6  

2  3   

 ×  4  

 ، سه حالت زیر )در راستاهای مختلف( وجود دارد: 2برای مستطیل در برگیرنده عدد  

گوشه مربع    6و مستطیل دربرگیرنده عدد    2( حالت اول: واضح است که مستطیل در برگیرنده عدد  1

پوشانی داشته باشند. در نتیجه  ها نباید همپوشانی است، بنابراین بقیه مستطیلاصلی، دارای یک مربع هم

 ممکن به صورت زیر است: انتخابتنها 

6    5 

     

   6  

2  3   

   4  

بایستی توسط مستطیل دربرگیرنده  در این حالت، مربع گوشه سمت راست پایین مربع اصلی، تنها می (  2

به صورت شکل زیر وجود    3دو انتخاب برای مستطیل دربرگیرنده عدد  پوشانده شود. بنابراین    4عدد  

 دارد. 

6    5 

     

   6  

2  3   

   4  

پوشانده   3در این حالت، مربع اشاره شده در شکل زیر، حتماً باید توسط مستطیل دربرگیرنده عدد  (  3

 به صورت شکل زیر: ،وجود دارد  4شود، بنابراین دو انتخاب برای مستطیل در برگیرنده عدد  

6    5 

     

   6  

2 × 3   

   4  
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 )راهنمایی درست نیست.( .5ها برابر است با:  بنابراین تعداد کل حالت

مساحت   -4 به  شکل  مستطیل  بخش  یک  بخش،  سه  شامل  شده  آمیزی  رنگ  مساحت  که  است  واضح 

10 × 10تر و یک مستطیل به مساحت در درون مربع کوچک  20 × و یک ربع دایره به مساحت    20
1

4
. 𝜋102 آمیزی شده برابر است با: باشد. بنابراین کل مساحت رنگتر میدر درون مربع بزرگ 

400 + 25𝜋 

ها شامل  بایستی یکسان شوند و حداقل یکی از طرفضرب اعداد سطر و ستون میکه حاصلجایی از آن -5

باید در محل اشتراک    7باشد، باید طرف دیگر نیز شامل این عامل اول باشد، بنابراین عدد  می  7عدد اول  

(،  10است )به دلیل وجود عدد    5شامل یک عامل اول    چنین ستونهمسطر و ستون قرار داشته باشد.  

عامل اول    1,1,2هر کدام به ترتیب دارای    3,6,9باید در سطر قرار گیرد. از طرفی اعداد    5بنابراین عدد  

 باید در طرف دیگر تساوی قرار گیرد.   9در یک طرف و عدد   3,6باشند، بنابراین  می 3

باشند. بنابراین هر طرف باید می 2عامل اول   1,2,1,3,1به ترتیب دارای   2,4,6,8,10چنین اعداد هم
1+2+1+3+1

2
=  2عامل اول   1,2,1و طرف دیگر   1,3داشته باشد. بنابراین یک طرف   2عامل اول   4

 کنیم: دو حالت زیر را بررسی میدارد.  

 10,4,2,7,9طرف و  در یک    6,8,3,7,5در یک طرف باشد. در این صورت    8به همراه   6( اگر عدد 1

 باشد.می 32گیرند. بنابراین مجموع اعداد ستون  در طرف دیگر تساوی قرار می

در یک طرف قرار دارند، عدد پنجم    6,4,3,7,10باشد. در این صورت اعداد    4همراه عدد    6( اگر عدد  2

نیز به جمع آنها اضافه    2صورت باید یک عدد دیگر دارای یک عامل اول  باشد، زیرا در این  5تواند  نمی

شود که این غیرممکن است، چون هر سطر یا ستون دارای پنج عدد است. بنابراین مجموع اعداد ستون  

 .30برابر است با:  

,𝑎از تساوی مسأله واضح است که بخش اعشاری هر سه عدد   -6 𝑏, 𝑐    .توان سه  یبنابراین مبا یکدیگر برابرند

به دست  در تساوی مسئله، جایگزین کرد. بنابراین    𝑐به جای    [𝑐]و    𝑏به جای    𝑎  ،[𝑏]به جای    [𝑎]عدد  

[𝑎]آید:  می = [𝑏] = [𝑐]  جایی که هر سه عدد  و از آن𝑎, 𝑏, 𝑐    دارای بخش اعشاری برابرند، نتیجه

𝑎شود:  می = 𝑏 = 𝑐    که با فرض مسئله در تناقض است. بنابراین هیچ چندتایی مرتبی با شرایط مسئله

 وجود ندارد. 

𝐴آید:  با ساده سازی بر روی رابطه مسئله به دست می -7 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶)′ = 𝐴 ∩ (𝐵′ ∪ 𝐶′)  دیاگرام .

,𝐵ون را در حالت کلی برای دو مجموعه   𝐶  اشتراک مجموعه    .گیریممطابق شکل زیر در نظر می𝐴   با دو  

𝐵)مجموعه   ∪ 𝐶)′    و𝐵′ ∪ 𝐶′  بنابراین  می باشد.  یکسان  بخش    𝐴مجموعه  اعضای  بایستی  در  یا 
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)مطابق    که به هیچ کدام از این دو مجموعه تعلق نداردای  ناحیهاشتراک این دو مجموعه قرار دارد یا در  

 .  شکل زیر(

 
 داریم: های زیر را  حالت {1,2,3,4}به ازای هر عضو مجموعه   بنابراین

 (.1)ناحیه  تعلق دارد 𝐵( فقط به مجموعه  1

 (.2تعلق دارد )ناحیه  𝐶( فقط به مجموعه  2

,𝐴به هر سه مجموعه  ( 3 𝐵, 𝐶   (. 3تعلق دارد )ناحیه 

,𝐵به دو مجموعه  فقط ( 4 𝐶  (. 4تعلق دارد )ناحیه 

 (.5تعلق دارد )ناحیه  𝐴فقط به مجموعه  ( 5

,𝐴های  کدام از مجموعه( به هیچ6 𝐵, 𝐶  (. 6تعلق ندارد )ناحیه 

6ها برابر است با:  بنابراین تعداد کل حالت × 6 × 6 × 6 = 64 = 1296. 

 طول ضلع مثلث برابر است با:  -8

√𝑛 = 1 × 𝑐𝑜𝑡𝑔30° + √42 − 22 + 3 × 𝑐𝑜𝑡𝑔30° = 6√3 = √108 
𝑛بنابراین  = 108. 

آن -9 صحیح  جاییاز  عدد  دو  هر  2𝑥که  − 𝑦    3و𝑥 + 2𝑦    اعداد هستند،  صحیح  عدد  دو  هر 

(3𝑥 + 2𝑦) + 2(2𝑥 − 𝑦) = 7𝑥    3)2و𝑥 + 2𝑦) − 3(2𝑥 − 𝑦) = 7𝑦    نیز اعداد صحیح

0باشند. بنابراین با توجه به شرط  می < 𝑥, 𝑦 < ,𝑥داریم:   1 𝑦 ∈ {
1

7
,

2

7
,

3

7
,

4

7
,

5

7
,

6

7
که  جاییاز آن. {

2𝑥و    7𝑥اگر   − 𝑦    ،3اعداد صحیح باشند𝑥 + 2𝑦   ت  نیز عدد صحیح است، بنابراین کافی اس𝑥, 𝑦    را

2𝑥ای انتخاب کنیم که  به گونه − 𝑦 ها به صورت زیر است:عدد صحیح باشد. بنابراین جواب 



 دوره کامل آموزشی آمادگی برای المپیادهای ریاضی 

 

5 
 

(𝑥, 𝑦) = (
1

7
,
2

7
) , (

2

7
,
4

7
) , (

3

7
,
6

7
) , (

4

7
,
1

7
) , (

5

7
,
3

7
) , (

6

7
,
5

7
) 

 جواب دارد.  6و مسئله  

از عبارت اصلی مسئله داریم:   -10
𝑙𝑜𝑔𝑎

𝑙𝑜𝑔𝑏
+

𝑙𝑜𝑔𝑏

𝑙𝑜𝑔𝑎
=

5

2
𝑥. با انتخاب   =

𝑙𝑜𝑔𝑎

𝑙𝑜𝑔𝑏
> 𝑥آید:  به دست می  1 +

1

𝑥
=

5

2
𝑥2یا     −

5

2
𝑥 + 1 = 𝑥و در نتیجه    0 = 𝑥)جواب    2 =

1

2
≤ و با توجه به شرط مسئله    1

باشد(. بنابراین  قابل قبول نمی
𝑙𝑜𝑔𝑎

𝑙𝑜𝑔𝑏
= 𝑙𝑜𝑔𝑎یا    2 = 2𝑙𝑜𝑔𝑏    یا𝑎 = 𝑏2گذاری آن در  . با جای

𝑏(𝑏2)آید:  رابطه دیگر مسئله به دست می = 𝑏𝑏2
𝑏2𝑏یا     = 𝑏𝑏2

2𝑏یا     = 𝑏2    و در نتیجه𝑏 =

𝑎و   2 = 𝑎شود:  . بنابراین نتیجه می4 + 𝑏 = 6. 

)با در  های تکراری  و حذف حالتها  های شکلدر تمامی وجهها توان با اضافه کردن مربعبه سادگی می -11

  2شرایط  مربع رسید. واضح است که در    5به تعداد کل حالات در شرایط  نظر گرفتن دوران و انتقال(  

 باشد:مطابق شکل زیر می 1مربع، تعداد کل حالات برابر با 

 
 و مطابق شکل زیر است:  2مربع، تعداد حالات برابر با   3در شرایط 

 
 و مطابق شکل زیر است:  7، تعداد حالات برابر با  مربع 4در شرایط 
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چین به  )مربع پنجم به صورت خط   و مطابق شکل زیر است  18مربع، تعداد کل حالات    5در شرایط  

 :های قبلی اضافه شده است(شکل

 

𝐶𝑃𝐸∠داریم:    𝑃𝐶𝐸در مثلث   -12 =
1

2
.

2𝜋

8
× 2 =

𝜋

4
ها در مثلث  . بنابراین با استفاده از رابطه کسینوس 

𝐶𝐸آید:  به دست می = √𝑃𝐶2 + 𝑃𝐸2 − 2𝑃𝐶. 𝑃𝐸𝑐𝑜𝑠∠𝐶𝑃𝐸 =  𝑂𝐶𝐸. حال در مثلث  5

𝐶𝑂𝐸∠داریم:   =
𝜋

2
𝐶𝐸. بنابراین   = √2𝑅   یا𝑅 =

5

√2
=

5√2

2
. 
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آید:  به دست می ،  9𝑥𝑦𝑧بر  با تقسیم طرفین رابطه اصلی مسئله   -13
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
=

8

9
که از  . بدون این

𝑥کنیم  کلیت مسئله کاسته شود، فرض می  ≤ 𝑦 ≤ 𝑧  دانیم  و نیز می𝑥 > 2. بنابراین  1 ≤ 𝑥 ≤

𝑦 ≤ 𝑧  اگر .𝑥 ≥ داریم:    4
8

9
=

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≤

3

4
𝑥که غیرممکن است. بنابراین     = . فرض  2,3

𝑥کنیم  می = 𝑦. واضح است که  2 > 𝑦کنیم اگر  و نیز فرض می   2 ≥ باشد داریم:    6
7

18
=

1

𝑦
+

1

𝑧
≤

1

3
𝑦که غیرممکن است. بنابراین     ∈ . با امتحان هر یک از این مقادیر تنها مسئله به ازای  {3,4,5}

𝑦 = ,𝑥)جواب دارد و داریم   3 𝑦, 𝑧) = (2,3,18) . 

𝑥کنیم  می فرض   = داریم  3  .
1

𝑦
+

1

𝑧
=

5

9
اگر    .𝑦 ≥ داریم:    4 باشد، 

5

9
=

1

𝑦
+

1

𝑧
≤

1

2
این     که 

است.   تنها حالت ممکن  غیرممکن  𝑦بنابراین  = تعداد  می  3 بنابراین  ندارد.  مسئله جواب  که  باشد 

!3  ،(2,3,18)های  های جوابگشتهای مسئله، تعداد جای جواب =  باشد. می 6

𝑦واضح است که   -14 = −𝑥  جواب مسئله نمی  2و    1های  مسئله باشد. بنابراین گزینه  تواند جوابنمی-

𝑦چنین  هماشد.  ب = 𝑥  ،𝑦 = 𝑥 ± 2𝜋    و𝑦 = 𝜋 − 𝑥  جواب    5بنابراین گزینه  اند.  نیز جواب مسئله

 مسئله است. 

باشد. اگر فرض کنیم که  واضح است که الگوی رنگ آمیزی جدول به صورت تعدادی ستون و سطر می -15

 های سیاه شده، برابر است با: باشد، تعداد کل خانه 𝑛ها و تعداد ستون  𝑚تعداد سطرها  

8𝑚 + 8𝑛 − 𝑚𝑛 =
3

4
× 64 = 48 

0خانه دوبار شمرده شده است.( واضح است که    𝑚𝑛)چون به تعداد   ≤ 𝑚, 𝑛 ≤ . حال معادله  6

می حل  را  فوق  داریم:  سیاله  𝑚کنیم.  =
8(6−𝑛)

8−𝑛
= 8 −

16

8−𝑛
بنابراین    .8 − 𝑛 ∈ یا    {2,4,8}

𝑛 ∈  باشد:های معادله به صورت زیر می. بنابراین جواب{0,4,6}

(𝑚, 𝑛) = (0,6), (4,4), (6,0) 

,𝑚)از طرفی به ازای هر  𝑛) های رنگ آمیزی برابر است با: تعداد حالت( 8
𝑚

)(8
𝑛

. بنابراین تعداد کل  (

 ها برابر است با:حالت

∑ (
8

𝑚
) (

8

𝑛
)

(𝑚,𝑛)

= (
8

0
) (

8

6
) + (

8

6
) (

8

0
) + (

8

4
) (

8

4
) = 4956 

می  -16 تحلیلی حل  از هندسه  استفاده  با  را  مسئله  گونهاین  به  را  محورهای مختصات  نظر  کنیم.  در  ای 

باشد. در    𝐴𝐵ها در راستای    𝑦و محور    𝐵𝐶ها در راستای    𝑥و محور    𝐵گیریم که مبدأ آن، نقطه  می

,𝐵(0,0)صورت مختصات نقاط عبارتند از:  این 𝐸(3, −2), 𝐹(3,4), 𝐷(3,3), 𝐾(𝑥𝐾 , 0). 
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𝑥)نویسیم:  معادله دایره را در حالت کلی می − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2  واضح است که چون .

𝑎ها( مماس است، داریم   𝑦)محور   𝐴𝐵دایره بر خط   = 𝑅 و ساده  گذاری آن در معادله دایره  . با جای

𝑦)آید:  به دست میسازی آن   − 𝑏)2 = 2𝑥𝑅 − 𝑥2گذاری مختصات نقاط  . با جای𝐸, 𝐹  له  در معاد

مقادیر   می  𝑅و    𝑏دایره،  𝑏آید:  به دست  = 𝑅و    1 = آوردن  .  3 دست  به  است  𝑥𝐾برای  کافی   ،

𝐾  (𝑦𝑘مختصات نقطه   = برای  تر به دست آمده را  را در معادله دایره قرار دهیم و مقدار کوچک(  0

𝑥𝐾   :در نظر بگیریم، داریم𝑥𝐾 = 3 − 𝐷𝐾. داریم:  8√ = √(√8)2 + 32 = √17. 

𝑎با توجه به شرط مسئله داریم:   -17 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 (𝑚𝑜𝑑 7)  بنابراین با کمی آزمون و انتخاب تمامی .

که شرط  انتخاب نمود  ای  به گونهعدد باقیمانده مجموعه    4توان زوج دیگر را از بین  های ممکن، میزوج

,𝑎)به صورت زیر: ) فوق را داشته باشد،  𝑐) ↔ (𝑏, 𝑑)) 

(1,2) ↔ (4,6), (1,3) ↔ (5,6), (1,4) ↔ (2,3), (1,5) ↔ (2,4), (1,6)

↔ (2,5), (1,6) ↔ (3,4), (2,5) ↔ (3,4), (2,6) ↔ (3,5), (3,6)

↔ (4,5) 
 داریم. به صورت زیر  عجیب   زیرمجموعه  9بنابراین تعداد 

{1,2,4,6}, {1,3,5,6}, {1,2,3,4}, {1,2,4,5}, {1,2,5,6}, {1,3,4,6}, {2,3,4,5}, {2,3,5,6}, {3,4,5,6} 

𝑓(𝑥)کنیم  فرض می  -18 < 𝑓(𝑦) بنابراین .
1

𝑥𝑥
+

1

𝑥4
<

1

𝑦𝑦
+

1

𝑦4
 آید:  دست می . با ساده سازی به  

(
1

𝑦2
−

1

𝑥2
)(

1

𝑦2
+

1

𝑥2
+ 1) > 0 

)چون  
1

𝑦2
+

1

𝑥2
+ 1) > )، بنابراین  0

1

𝑦2
−

1

𝑥2
) > 𝑦2یا    0 < 𝑥2   (𝑥, 𝑦 ≠ (. حال با توجه  0

2𝑎)به نامعادله مسئله داریم:   + 1)2 < (𝑎 −  آید:سازی آن به دست می. با ساده2(2

𝑎2 +
8

3
𝑎 − 1 < 𝑎)یا   0 + 3)(𝑎 −

1

3
) < 3−یا   0 < 𝑎 <

1

3
  

((𝑎 − 2), (2𝑎 + 1) ≠ ب0 از  نابراین جواب(.  عبارتند  مسئله  𝑎های  = −2, تعداد    1,0− که 

 باشد.می 3آنها 

فرد، جواب متمایز وجود دارد، هیچ دو فردی جواب یکسان نداده است.    1401که به تعداد  جاییاز آن -19

بنابراین    دهند.د، چون جواب یکسان می ند پشت سر هم باش نتوانبنابراین هیچ دو فرد راستگویی نمی

از:   عبارتند  دروغگو  افراد  ,700,701تعداد  … دروغگو    1401, افراد  تعداد  نتیجه  در  1401و  −

700 + 1 = باشد، چون حتماً    700تواند کمتر از  )تعداد افراد دروغگو نمی  عدد مختلف است.  702

 دو فرد راستگو پشت سر هم قرار خواهند گرفت.( 
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,0,1,2}های دریافتی مجموعه  که جوابتوضیح: برای این … های  را تولید کند، ابتدا جواب  {1401,

ای بین  های دریافتی را به گونهگذاریم و بقیه جوابکنیم و از مجموعه کنار میافراد راستگو را ثبت می 

 کنیم که با تعداد افراد دروغگو در پشت سر آنها متفاوت باشد.افراد دروغگو توزیع می

82گیریم. داریم: در نظر می  ℎو ارتفاع هرم را   2𝑦و قطر کوچک لوزی را   2𝑥قطر بزرگ لوزی را  -20 =

ℎ2 + 𝑥2    52و = ℎ2 + 𝑦2    :4و محیط قاعده هرم برابر است با√𝑥2 + 𝑦2  .  با توجه به فرض

𝑥2√4مسئله   + 𝑦2 = 2𝑚    که در آن𝑚  باشد. بنابراین داریم:  یک عدد طبیعی می𝑥2 + 𝑦2 =

(
𝑚

2
2ℎ2با جمع دو عبارت فوق، داریم:    . از طرفی2( + (𝑥2 + 𝑦2) = 82 + 52 = -. با جای89

𝑥2گذاری مقدار   + 𝑦2 = (
𝑚

2
 آید: در آن به دست می 2(

𝑚2 + 8ℎ2 = 356 
𝑚با توجه به رابطه فوق برابر است با:    𝑚ترین عدد طبیعی  بزرگ = ℎو در نتیجه    18 = بنابراین  .  2

𝑥آید:  به دست می = 𝑦و    15√2 = 𝐴𝐵و    21√ = مثلثبنابراین می.  9 های  بایستی مساحت 

𝑝به دست آوریم:   5,8,9جانبی را با اضلاع به طول   =
5+8+9

2
=  و  11

  𝑆 = √11(11 − 5)(11 − 8)(11 − 9) = برابر    11√6 نتیجه مساحت جانبی هرم  و در 

 .11√24های جانبی:  است با چهار برابر مساحت هر یک از این مثلث

این -21 برای  تقسیم عدد  𝑓(𝑛)|5که  واضح است که  باقیمانده  باید   ،𝑛    با  5بر برابر  یا    1،  𝑛باشد  =

5𝑘 + 𝑛(𝑛|5صورت داریم:  ، چون در غیر این1 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 5و    (3 ∤ 𝑓(𝑛)    و شرط

نمی برقرار  میمسئله  اثبات  حال  صورت  باشد.  به  اعداد  همه  ازای  به  که  𝑛کنیم  = 5𝑘 + 1  ،

25|𝑓(𝑛) گذاری  . با جای𝑛 = 5𝑘 + ترین توان را  ، کافی است که دو جمله کم𝑓(𝑛)در رابطه    1

ترین توان بر حسب  پذیرند. دو جمله کم بخش  25بررسی کنیم، چون بقیه جملات بر    5𝑘بر حسب  

5𝑘 باشد:به صورت زیر می 

5𝑘(1 × 2 × 3 + 1 × 2 × 4 + 1 × 3 × 4 + 2 × 3 × 4) + 25

= 5𝑘. (50) + 25 
5𝑘پذیر است. بنابراین همه اعداد به صورت  بخش  25که واضح است بر   + 1در بازه    1 ≤ 𝑛 ≤

0، یا  999 ≤ 𝑘 ≤  باشد.می 200ها  ، جواب مسئله است که تعداد جواب199

𝑓(𝑥)باشد، واضح است که ریشه صحیح معادله   𝑓(𝑥)در   1اگر جمله  -22 = را بشمارد.   1باید عدد    0

,1های صحیح، فقط اعداد  بنابراین ریشه های  نباشد، ریشه  𝑓(𝑥)در    1توانند باشند. اگر جمله  می  1−

معادله   𝑓(𝑥)صحیح  = اعداد    0 ,0,1فقط  باشند.  می  1− 𝑓(1)دانیم  از طرفی میتوانند  > 0 .

,0با توجه به شرط مسئله برای داشتن دقیقاً دو ریشه صحیح متمایز، اعداد    بنابراین های  ریشه  1−
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هنگامی وجود دارد    1−دانیم ریشه می وجود ندارد.  𝑓(𝑥)ای در چندجمله  1معادله هستند و جمله 

 برابر باشند. 𝑓(𝑥)های با توان زوج در  های با توان فرد با تعداد جملهکه تعداد جمله

𝑚  (1  های با شرایط مسئله به ازای بنابراین تعداد زیرمجموعه ≤ 𝑚 ≤ ( جمله با توان زوج و فرد  5

):  برابر است با 5
𝑚

)( 5
𝑚

) = (( 5
𝑚

 ها با شرایط مسئله برابر است با:هبنابراین تعداد کل زیرمجموع. 2((

∑ ((
5

𝑚
))2

5

𝑚=1

= 251 

9ها برابر است با:  واضح است که تعداد کل حالت -23 × 9 × کنیم کارت حلزون با شماره  . حال فرض می9

9های مسئله برابر است با:  دست آرتین باشد، واضح است که تعداد حالت 10 × 9. 

کنیم. بنابراین  را از قبلی حذف می  اضافی   مردودهای  دهیم و تعداد حالتحال این روش را ادامه می

 داریم: 

9:  9های کارت حلزون با شماره  تعداد حالت × 9 − های شاپرک و  برای کارت  (1,1))تنها حالت    1

 قورباغه حذف شده است.( 

با شماره  تعداد حالت 9:  8های کارت حلزون  × 9 − 1 − حذف   (2,1)و    (1,2)های  )حالت  2

 اند.(شده

9:  7های کارت حلزون با شماره  حالتتعداد  × 9 − 1 − 2 − 3. 

9:  6های کارت حلزون با شماره  تعداد حالت × 9 − 1 − 2 − 3 − 4 + قبلاً    (2,4))حالت    1

 حذف شده بود.( 

9:  5های کارت حلزون با شماره  تعداد حالت × 9 − 1 − 2 − 3 − 4 − 5 + 1 + 1. 

 :4های کارت حلزون با شماره  تعداد حالت

9 × 9 − 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 6 + 1 + 1 + 2. 

 :3های حلزون با شماره  کارتتعداد 

9 × 9 − 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 6 − 7 + 1 + 1 + 2 + 2. 

 :2های حلزون با شماره  تعداد کارت

9 × 9 − 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 6 − 7 − 8 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 
 بنابراین احتمال مسئله به صورت زیر است:

9 × 9 × 9 − 2 × (8 + 14 + 18 + 20) + 21

9 × 9 × 9
=

9 × 9 − 11

9 × 9
=

70

81
 

که دو دایره با یکدیگر و با مربع مماس  افتد  های دو دایره اتفاق میترین مقدار جمع محیط هنگامی بیش -24

 .تواند برابر نباشد(ها در این حالت می )شعاع دایره  باشند مطابق شکل زیر



 دوره کامل آموزشی آمادگی برای المپیادهای ریاضی 

 

11 
 

 
داریم:   که  است  2√واضح  = √2𝑅1 + (𝑅1 + 𝑅2) + √2𝑅2   (𝑅1, 𝑅2  دایرهشعاع ها  های 

𝑅1هستند(. بنابراین داریم:   + 𝑅2 = 2 − های دو دایره برابر است با:  . بنابراین مجموع محیط 2√

2𝜋(2 − √2) ≅ -نادرست می   3بنابراین تنها گزاره  .  4همچنین محیط مربع برابر است با .  3.68

 باشد. ها درست میاشد و بقیه گزارهب

تواند در همسایگی  خانه عدد اول متمایز می  4دانیم اگر یک خانه عدد غیراول باشد، حداکثر تعداد  می -25

که شرایط مسئله برقرار باشد )به عنوان مثال، کافی است عدد غیراول  طوریآن وجود داشته باشد، به  

خانه، حداقل یک خانه    5بنابراین از هر    اش در نظر بگیریم(.عدد اول متمایز همسایه  4ضرب  را حاصل

16های جدول  که تعداد خانهجاییباشد. از آنعدد غیراول می = 3 × 5 + باشد، بنابراین تعداد  می  1

3حداقل   + 1 = خانه  4 تعداد  دیگر،  بیان  به  یا  داریم  غیراول  عدد  متمایز،  خانه،  اول  اعداد  های 

خانه عدد اول متمایز    12باشد. بنابراین اگر نشان دهیم حالتی وجود دارد که  می  12تر یا مساوی  کوچک

 باشد.می  12ب مسئله  در جدول با شرایط مسئله قرار دارد، مسئله حل شده است و جوا

ضرب اعداد اول  های مشخص شده، اعداد غیراول )حاصلگیریم که در آن خانهشکل زیر را در نظر می 

 .باشد می  (متمایز همسایه خود

 

  ×  

×    

   × 

 ×   

 


