
 1402سال   بهشتیارد  -رانیمرحله دوم ا یاضیر ادیمسائل المپ 

𝐴∠دانیم  می 𝐴𝐵𝐶در مثلث   -1 = 90°  .𝑃 ای دلخواه درون  نقطه𝐴𝐵𝐶   است. تصویر𝑃   روی𝐵𝐶   را𝐷  

و    𝐴𝑃𝐸های  کند. همچنین دایرهقطع می  𝐹و    𝐸را به ترتیب در    𝐴𝐶و    𝐴𝐵، خطوط  𝑃𝐷نامیم.  می

𝐴𝑃𝐹    به ترتیب𝐵𝑃    را در𝑋    و𝐶𝑃    را در𝑌   کنند. ثابت کنید  قطع می𝑃𝐷  ،𝐵𝑌    و𝐶𝑋   .همرس هستند 

2ثابت کنید به ازای هر   -2 ≤ 𝑛 ∈ ℕ  یک ،𝑛-  تایی مرتب(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)    از اعداد طبیعی دو به دو

 تر باشند و تساوی زیر برقرار باشد.بزرگ  1402نسبت به یکدیگر اول وجود دارد که همگی از  
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 باشد( 𝑥تر یا مساوی  ترین عدد صحیح است که کوچکبزرگ [𝑥])منظور از  

𝑛یک جدول   -3 × 𝑛    1داریم. به ازای هر ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛  خانه سطر ،𝑖-  ام و ستون𝑗-  ام را با قاعده زیر رنگ

 کنیم: می

 

 

 

𝑖( اگر  1 = 𝑗 سیاه ، 

𝑖( اگر  2 < 𝑗 قرمز ، 

𝑗( اگر  3 < 𝑖 سبز ، 

را   با یکدیگر عوض می می  𝑎𝑖,𝑗و رنگ آن خانه  را  بار جای دو سطر  و  نامیم. هر  تایی مرتب  -𝑛کنیم 

(𝑎1,1, 𝑎2,2, … , 𝑎𝑛,𝑛) کنیم. با تکرار این کار به چند  را یادداشت می𝑛-توانیم  تایی مرتب مختلف می

 تایی مرتب ترتیب اعداد مهم هستند.( -𝑛برسیم؟ )در یک  

های یک جدول  را بیابید که بتوان خانه  𝑘ترین عدد طبیعی  داده شده است. کوچک  𝑛عدد طبیعی فرد   -4

3 × 𝑘 ای پر کرد که دو شرط زیر برقرار باشند:را با اعداد صحیح نامنفی به گونه 

 باشد.  𝑛جمع اعداد هر ستون برابر  ( 1

…,0,1( و در هر سطر هر یک از اعداد 2 , 𝑛 .دست کم یک بار ظاهر شده باشند 

گوییم هرگاه برای هر  می  𝑄(𝑥)ها را تصاعد حسابی با قدرنسبت  ایاز چندجمله  𝑛∈ℕ(𝑃𝑛)یک دنباله   -5

𝑛  ،𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛 + 𝑄. 



از چندجمله تصاعد حسابی  یک  کنید  نسبت  ایفرض  قدر  با  اول    𝑄(𝑥)ها  به    𝑃(𝑥)و جمله  داریم 

هیچ ریشه مشترک صحیحی ندارند.    هایی تکین با ضرایب صحیح هستند که چندجمله  𝑄و   𝑃که طوری

 دارد. ثابت کنید: همچنین هر عضو تصاعد حداقل یک ریشه صحیح  

 پذیر است. بخش 𝑄(𝑥)بر   𝑃(𝑥)الف(  

ای  ب( چندجمله
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 درجه یک است. 

,𝑃های یکسان در  با شعاع  𝑊1,𝑊2دو دایره   -6 𝑄  های  تقاطع دارند. نقطه𝐵    و𝐶  های  روی دایره𝑊1    و

𝑊2  های  طوری قرار دارند که به ترتیب داخل دایره𝑊2    و𝑊1  های  هستند. همچنین نقطه𝑋    و𝑌    متمایز

ترتیب    𝑃از   به  𝐵𝑃𝑄∠طوری قرار دارند که    𝑊2و    𝑊1روی  = ∠𝐵𝑌𝑄    و∠𝐶𝑃𝑄 = ∠𝐶𝑋𝑄 .

ثابت کنید  می  𝑆را    𝑌𝑃𝐵و    𝑋𝑃𝐶های  های محیطی مثلثمحل برخورد دایره ,𝑋𝑌نامیم.  𝐵𝐶, 𝑄𝑆  

 .همرس هستند 


